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INTRODUGAO

O questionamento que motiva este estudo remonta ao artigo de Mark Kac intitulado
Can one hear the shape of a drum?, no qual o autor explora se o espectro de autovalores
do operador de Laplace em um dominio limitado com condigdes de contorno de Dirichlet
determinaria univocamente a forma desse dominio. Do ponto de vista fisico, autovalores
correspondem as frequéncias fundamentais de vibragcdo de uma membrana esticada sobre
um dominio, assim, a pergunta de Kac questiona se um observador com “ouvido absoluto”
poderia deduzir a geometria exata de um tambor apenas escutando o som que ele produz.

Embora a reposta para o caso tenha se revelado negativa em decorréncia da
descoberta de dominios isoespectrais ndo congruentes por Gordon, Webb e Woolpert
em 1992, abriu-se caminho para o vasto campo da geometria espectral que busca o
entendimento de quais informagdes geomeétricas estao, de fato, codificadas no espectro.

Em nossa pesquisa, propomos que, para a vasta maioria dos objetos, o espectro
carrega informagao suficiente para a classificacdo semantica e a distingdo morfologica.
A transicao do continuo para o discreto necessita de uma infraestrutura computacional
que preserve as propriedades intrinsecas da variedade original. Assim, utilizamos a teoria
espectral de grafos para aproximar o operador de Laplace Beltrami.

O cenario computacional atual demanda descritores de forma que suportem ruidos
de amostragem e variagdes na discretizagao, ao passo que metodos tradicionais que tem
por base representagdes volumétricas ou nuvens de pontos sofrem com o problema da
dimensionalidade. Nesta esteira, a teoria espectral de grafos torna-se uma aliada nessa
transicao, permitindo que propriedades geométricas sejam analisadas através das matrizes
associadas a grafos de proximidade.

Os métodos espectrais, particularmente aqueles que utilizam o operador Laplaciano-
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Beltrami, tem recebido atencao significativa na analise formas devido a sua invariancia
inerente a transformacdes isométricas, tornando-os robustos a variagdes de pose. (Lian et
al.,2012)

Um grafo € definido por um conjunto de Vértices e um conjunto de arestas que
conectam pares de vértices. Para um grafo com N vértices, a matriz de adjacéncia A &
uma matriz simétrica se existe uma aresta entre os veértices caso contrario, no contexto
de dominios geométricos, as arestas podem ser ponderadas por uma fungéo de distancia,
como o kernel Gaussiano , onde e sao as coordenadas dos pontos no espaco euclidiano.
Essa ponderacéo permite que o grafo capture ndo apenas a conectividade topologica, mas
também a proximidade métrica entre os pontos que compde a forma. Essa escolha do
parametro é critica, pois define a escala na qual as interagcdes locais sao capturadas,
influenciando diretamente a resolugcéo do espectro resultante.

Por fim, nossa contribuicdo se divide em trés pilares fundamentais. Primeiro,
estabelecemos um pipeline para a construgdo de grafos a partir de diversos formatos de
arquivos CAD (OFF, OBJ e PLY), assegurando a normalizagédo estatistica dos pontos.
Em segundo, introduzimos uma técnica de extragdo de caracterisiticas que vai além
dos autovalores puros, incorporando gaps espectrais e momentos de ordem superior
para capturar sutilezas na densidade de estados e por ultimo, realizamos uma analise
comparativa extensa entre diferentes arquitetura de modelos de classificagao, avaliando
como cada uma interpreta a estrutura ndo linear do espaco espectral.

OBJETIVO

O objetivo central € a demonstragdo de que formas geometricamente distintas
podem ser classificadas com alta precisdo baseando-se exclusivamente em seus espectros
Laplacianos, por meio de uma abordagem que integra teoria espectral de grafos e algoritmos
de aprendizado de maquina.

METODOLOGIA

Nossa metodologia foi estruturada em cinco passos: Aquisicdo de dados, pré-
processamento, constru¢ao de grafos, extracdo espectral e analise preditiva. Para analise
da solidez de nossa abordagem, desenvolvemos geradores paramétricos para familias
de formas como elipses, estadios de Bunimovich, cardioides, limagons e triangulos de
Reuleaux. Utilizamos um benchmark de larga escola com 40 categorias de objetos CAD
explorando diversidade em termos de complexidade topoldgica.

Implementamos uma rotina de normalizagdo que centraliza a nuvem de pontos no
centroide e escala as coordenadas para que o raio maximo seja unitario, para formas 3D,
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aplicamos a analise de componentes principais (PCA) para projecao dos pontos em um plano
2D de maxima variancia ou extragao do perfil de contorno dependendo do experimento,
visando garantir que o numero de pontos ( seja consistente em todas as amostras.

A conectividade € estabelecida via triangulagédo de Delaunay, pois captura a topologia
da superficie de maneira mais fiel, criando uma rede planar onde cada ponto esta conectado
aos seus vizinhos geométricos naturais. A matriz de pesos é construida utilizando um kernel
Gaussiano baseado na distancia Euclidiana:

Onde é um parametro local. Aresolugao do problema de autovalores é feita através dp
algoritmo de Lanczos, implementado via scipy.sparse.linalg.eish, com foco nos autovalores
de menor magnitude, que representam as baixas frequéncias e a estrutura global da forma.

Um dos diferenciais deste trabalho é a composicdo do vetor de caracteristicas,
observamos que os autovalores puros, embora eficazes, podem ser complementados por
medidas derivadas, como espectro primario (50 primeiros autovalores), gaps espectrais,
estatisticas agregadas e entropia espectral.

Por fim, aplicamos uma modelagem preditiva contendo um Random Forest com 200
estimadores, um Gradient Boosting para otimizagdo da perda através de um aprendizado
residual, um SVM utilizando o kernel RBF (Radial Basis Function) para mapeamento dos
vetores em um espaco de Hilbert de dimenséo infinita e uma rede neural profunda com
arquitetura (128, 64,32) para aprendizado de representagdes hierarquicas, com o objetivo
de avaliagao da separabilidade das formas no espaco de caracteristicas.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Os resultados experimentais obtidos através do pipeline revelam uma correlagao
sélida e discriminativa entre as propriedades vibracionais do Laplaciano de grafos e a
geometriados dominios discretizados. Afigura 1ilustra adiversidade morfoldgica processada,
observamos que o algoritmo de amostragem de contorno preserva as singularidades de
formas como o triangulo de Reuleaux e a complexidade de curvas como a cardioide. A
triangulagao de Delaunay (figura 2) gerou malhas bem condicionadas, com pouca presenga
de triangulos degenerados, o que é necessario para a estabilidade do operador Laplaciano.
O espectro laplaciano (Figura 3) apresentou o comportamento esperado de crescimento
monotonicamente positivo, em formas como o estadio, nota-se uma densidade maior de
autovalores em faixas especificas, sugerindo modos vibracionais harménicos. Ja os gaps
espectrais mostraram-se particularmente uteis na distincdo entre elipses e formas com
simetria rotacional discreta, onde picos nos gaps indicam quebras de simetria ou mudangas
na conectividade do grafo.

A andlise de redugdo de dimensionalidade (figura 5) via PCA e t-SNE forneceu
evidéncias visuais da eficacia dos descritores, o PCA demonstrou que as duas primeiras
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componentes principais sozinhas explicam frequentemente mais de 60% da variancia
espectral, sugerindo que a maior parte da informagcdo geométrica reside nos primeiros
autovalores. A performance dos modelos de aprendizado de maquina foi muito boa, em
nossos testes com dataset, o Random forest e o gradiente boosting atingiram acuracias
proximas as 98%. Por fim, através da analise de feature_importances_(Figura 10), foi
identificado que os primeiros 10 autovalores e os primeiros 5 gaps espectrais sao 0s
preditores mais criticos, entretanto, os momentos espectrais de ordem superior também
contribuiram siginificativamente para o poder de decisdo do modelo, validando nossa
escolha de ndo dependéncia apenas do espectro bruto.

Figura 1: Conjunto comparativo de curvas planas fechadas com diferentes parametrizagdes geométricas.
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Fonte: Elaboragéo proépria.

Figura 2: Triangulagdo de Delaunay aplicada a dominios planos com diferentes geometrias de contorno.
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Fonte: Elaboracgéo prépria.
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Figura 3: Analise espectral do operador de Laplace em dominios bidimensionais com diferentes geometrias.
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Figura 5: Projecdes em espaco reduzido de descritores espectrais associados a diferentes geometrias

planas.
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Fonte: Elaboracéo prépria.

Figura 10: Importancia relativa das variaveis preditoras ( para os modelos Random Forest (RF), Gradient
Boosting (GB), Support Vector Machine (SVM) e Multilayer Perceptron (MLP)

Fonte: Elaboragao prépria
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CONSIDERAGOES FINAIS

Os dados corroboram a tese de que a geometria espectral € uma ferramenta potente
para analise de dominios discretizados. Embora tenhamos conseguido classificar as
formas com alta precisao, o problema teérico de que formas diferentes podem ter espectros
idénticos n&o é completamente eliminado. Em nossas simulagdes, ndo encontramos formas
“‘gémeas” que confundissem o modelo a ponto de falha total, o que sugere que, na pratica
computacional e para classes de objetos naturais, a isoespectralidade é um fenébmeno raro
restrito a constru¢ées matematicas muito especificas. Para trabalhos futuros, sugerimos a
expansao deste pipeline para calculo do espectro de operadores de Dirac e a investigagao
de redes neurais de grafos (GNNSs).
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