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RESUMO: O Modelo Hiperbolico foi o primeiro modelo constitutivo de comportamento nao linear dos solos
para uso em analises pelo Método dos Elementos Finitos (MEF). Proposto por Duncan e colaboradores no
final da década de 1960 (Duncan e Chang, 1970), o modelo incorpora as principais caracteristicas do
comportamento tensdo-deformacao-resisténcia dos solos e ¢ amplamente utilizado na pratica, especialmente
em analises na condigdo de servigo, quando apenas parte do macigo atinge a ruptura. Posteriormente, por volta
dos anos 2000, foi desenvolvida uma varia¢do, chamada Hardening Soil (Shanz et al., 1999), fundamentado
no Modelo Hiperbdlico, mas incorporando alguns conceitos de plasticidade, passando a ser empregado em
softwares comerciais recentes do MEF. O presente trabalho apresenta a interpretagdo de resultados de ensaios
triaxiais drenados realizados em dois solos distintos: uma areia de praia ¢ um solo residual compactado
destinado a execu¢@o do nucleo de uma barragem de terra. Os ajustes obtidos com ambos os modelos sdao
analisados e discutidos quanto a sua capacidade de representar adequadamente o comportamento tensao—
deformacao-resisténcia desses materiais.

PALAVRAS-CHAVE: Modelagem de solos, Modelo hiperbolico, Ensaios Triaxiais, Método dos Elementos
Finitos.

ABSTRACT: The Hyperbolic Model was the first constitutive model to represent the nonlinear behavior of
soils for use in Finite Element Method (FEM) analyses. Proposed by Duncan and collaborators in the late
1960s (Duncan and Chang, 1970), the model incorporates the main features of the stress-strain-strength
behavior of soils and is widely used in practice, especially in working or service conditions, when only part of
the soil mass reaches failure. Later, around the 2000s, a variation called Hardening Soil (Shanz et al., 1999)
was proposed, based on the Hyperbolic Model but incorporating some concepts of plasticity, and became
widely used in more recent commercial FEM softwares. The present study presents the interpretation of
drained triaxial test results performed on two distinct soils: a beach sand and a compacted residual soil intended
for the core of an earth dam. The fittings obtained with both models are analyzed and discussed regarding their
ability to adequately represent the stress-strain-strength behavior of these materials.

KEYWORDS: Soil modelling, Hyperbolic model, Triaxial tests, Finite Element Method.

1. INTRODUCAO

O Modelo Hiperbolico (doravante denominado Hb) foi o primeiro modelo de comportamento ndo linear
dos solos para analise pelo Método dos Elementos Finitos (MEF). Proposto por Duncan e colaboradores no
final dos anos 1960 (Duncan e Chang, 1970), ele incorpora as principais feicdes do comportamento dos solos:
(i) redugdo da rigidez com o aumento da tensdo cisalhante, (i) aumento da rigidez com o aumento da tensdo
confinante e (iii) mudanca de comportamento em descarregamento/recarregamento — o que permite considerar
o historico das tensdes aplicadas. Apesar da idade, ¢ do aparecimento de modelos mais sofisticados
posteriormente, esse modelo ainda ¢ muito utilizado na pratica, especialmente em situagdes em que apenas
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parte do meio atinge ruptura, como na analise das condi¢des de servigo. Uma qualidade do modelo ¢ exigir
um numero relativamente pequeno de pardmetros, para os quais ha muita experiéncia e valores tipicos
publicados. O modelo recebeu algumas contribui¢des ao longo do tempo, como a variante Hardening Soil
(doravante denominada HS), que foi incorporada na maioria dos programas do MEF.

Importante lembrar que os modelos elésticos requerem um par de parametros, que podem ser £ (Mddulo
de Young) e v (Coeficiente de Poisson) ou £ ¢ B (Modulo Volumétrico ou Bulk Modulus) ou G (Mddulo
Cisalhante ou Shear Modulus) e B, etc. No caso de comportamento linear, esses parametros t€ém um valor
Unico, e no caso de comportamento nao linear, t€ém uma fungao para cada parametro.

O presente trabalho se propde a interpretar os resultados de ensaios triaxiais (drenados) em dois solos,
de acordo com os modelos Hb e HS. Os solos sdo uma areia de praia, em duas compacidades diferentes, € um
solo residual compactado para barragem. A qualidade dos ajustes dos modelos aos resultados dos ensaios
avaliados ¢ discutida, bem como sdo comparados os pardmetros obtidos com valores tipicos disponiveis na
literatura.

2. 0 MODELO HIPERBOLICO

2.1 O Modelo Original de Duncan e Chang

No Hb, proposto por Duncan e Chang (1970), o Modulo de Young, E, varia com o nivel de tensdo
cisalhante (devendo ser nulo quando essa se iguala a resisténcia), e com o nivel de tensdo confinante, além de
diferir nas condigdes descarregamento-recarregamento, questao que ndo sera tratada neste trabalho. Para a
dependéncia do nivel de tensao cisalhante, o modelo se baseia no trabalho de Kondner (1963), segundo o qual
a maioria das curvas tensdo-deformacao dos solos segue uma hipérbole, expressa pela equagdo (ver Figura 1):

&
O] —03)=—","—" M
( 1 3) a + bé‘]
(01-03), Assintota hipérbole ¢/ - g3)
R Tl i ____ ) _liu_pt;n;_ )
(01- a3)y = )
A b= 1/(0'1- G3)ult
1
a=1/Ei
€1> 8'1
(a) (b)

Figura 1. (a) Curva tensdo-deformacao do solo, representada por uma hipérbole, e (b) determinagdo dos
coeficientes a e b.

O Modulo de Young tangente (E;) a hipérbole € obtido pela sua derivada em relagdo a deformagao:

dlo; —o
deg (a+bsy)

Explicitando a deformagao axial em fung¢do do acréscimo de tensdo, tem-se:

i
E, =~ [1-b(c) —o3)]° 3)
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Como (Figura 1b) //a = E;, o médulo inicial, e b = 1/(0-03)u1, tem-se:
r 2
0] — 03
E,=E]1- ﬁ |
%1793 ult J

Ou, caso a assintota da hipérbole ndo coincida com o patamar da curva tensdo-deformacgao,

(4)

_ 2
_ 9193 |

E,=E;jl-Ry (01—03)fJ

(4b)

onde Ry ¢ a razdo entre o patamar da curva (resisténcia) e a assintota da hipérbole, razdo esta obtida como
mostrado na Figura 1. Para a dependéncia do nivel de tensdo confinante, Duncan e Chang utilizaram a
expressdo de Janbu (1963):

b Kp“””{pjm Jn ®

onde o’ ¢ a tensdo confinante (efetiva) no ensaio triaxial, K e n sdo pardmetros determinados
experimentalmente no plano Ei/pum versus 6's/pam, onde, p.m € a pressao atmosférica, adotada como tensao de
referéncia.

Duncan e Chang (1970) propuseram ainda que, no caso de ocorrer descarregamento ou recarregamento,
o comportamento seja considerado elastico linear, mais rigido, adotando-se um moédulo de descarregamento-
recarregamento, £, ao invés do E;, dado por:

Ey =Ky pmm(p(:fm}n (©)

onde K, € o fator K da Equagdo (5), porém obtido em condi¢do de descarregamento-recarregamento. Assim,
¢ possivel considerar a Aistoria das tensoes ou a irreversibilidade de deformag¢des num modelo eléstico ndo-
linear.

Para completar o par de pardmetros elasticos, tem sido usado o Coeficiente de Poisson v, com funcao
dada, por exemplo, por Kulhawy et al. (1969), ou 0 Modulo Volumétrico B, com fungdo dada por Duncan et
al. (1980). Esses parametros ndo serdo tratados neste trabalho, bem como o comportamento em
descarregamento/recarregamento.

2.2 O Modelo Hardening Soil

Shanz et al. (1999) apresentam uma varia¢do do Hb chamada Hardening Soil (HS) implementada no
programa Plaxis (2002). A fungdo hiperbodlica também ¢ utilizada nesse modelo, porém, o parametro de
referéncia ¢ o mddulo de elasticidade secante a 50% da tensdo desviadora na ruptura, £5,. Com isso, 0 modulo

de elasticidade tangente inicial ¢ obtido pela Equacdo (7). O enrijecimento do solo com o aumento da
tensdo confinante também ¢ considerado por uma fung¢ao exponencial (8), semelhante ao proposto por
Duncan e Chang (1970).
2 Es
E =
L R ’ (7

Esg= ref( c cos(p) - a'3sen (p) )m N

" \e cos(p) - pd sen ()
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Na Equacao (8), Ege({ ¢ o modulo secante a 50% da tensdo desviadora na ruptura para a pressao de referéncia,
P, em geral, a pressdo atmosférica.

As expressoes que definem a tensdo desviadora de ruptura e a partir dela a assintota da curva de tensao-
deformacdo sdo as mesmas ja apresentadas no modelo de Duncan e Chang. No HS, as deformagodes de
carregamentos virgens sdo consideradas como plésticas, ou seja, ao se descarregar, as deformagdes ndo sdo
totalmente recuperadas. Para descarregamento e recarregamento, o modelo conta com uma outra formulagao
e outros parametros e considera um comportamento perfeitamente elastico baseado nas relagdes de Hooke:

o Eref< c cos(p) - a'3sen (p) )m
T e cos(p) - pr sen (p)

onde £, € o Mddulo de Young para descarga e recarga.

©)

Para caracterizar a deformabilidade, o modelo HS utiliza, como segundo parametro elastico, o mddulo
oedométrico, considerando variando com o estado de tensdes segundo uma fung¢ao exponencial com o mesmo
expoente m:

_ e (€COS(p) - 0'3sen (p) \"
Eyeq = E, (C cos(p) - p' sen ((0)>

(10)

oed

onde EZZ, ¢ o modulo tangente no ensaio oedométrico. O modelo HS pede o Coeficiente de Poisson apenas

para modelar a rigidez em descarregamento/recarregamento, COmMo V-

3. SOLOS ANALISADOS

Na presente avaliacao do modelo hiperbolico foram analisados 3 conjuntos de ensaios triaxiais drenados
CID (Consolidated Isotropic Drained), sendo um conjunto de um solo argiloso compactado e dois outros de
uma areia de praia.

O primeiro conjunto de ensaios triaxiais foi obtido de um solo utilizado no nucleo da Barragem de Serra
da Mesa (SRM), conforme resultados apresentados por Castro (1996). O material é proveniente de areas de
empréstimo localizadas as margens do Rio Tocantins, consistindo em uma mistura de solos coluvionares e
residuais maduros de rocha granitica. Foi caracterizado como uma argila arenosa bem graduada, de coloracdo
marrom-avermelhada e plasticidade média, com Limite de Liquidez de 42%, Limite de Plasticidade de 18% e
classificacdo USCS (Unified Soil Classification System) como CL. O solo foi compactado a 100% do Proctor
Normal, com umidade 6tima de aproximadamente 15%, apresentando peso especifico seco de 18 kN/m?, e foi
submetido, nos ensaios, a tensdes de adensamento de 100, 300, 500 ¢ 800 kPa.

O segundo e terceiro conjuntos de ensaios triaxiais CID foram obtidos da Areia da Praia de Ipanema
(IPA), estudada na ultima década quanto as suas caracteristicas de resisténcia (Coutinho, 2021; Domingos,
2022), de permeabilidade (Costa, 2020; Soares, 2021; Simoes, 2024), ¢ o comportamento dependente do
tempo, como “creep” e envelhecimento ou “aging” (Domingos, 2022). Trata-se de uma areia quartzosa, de
graos sub arredondados a sub angulares, de granulometria média (Dso = 0,35 mm; CU = 1,92; CC = 1,06),
classificagdo USCS como SP. Foram avaliados 4 ensaios na condigdo medianamente compacta (49 < Dr (%)
< 57) e outros 4 ensaios na condicdo compacta (89 < Dr (%) < 93), na mesma sequéncia de tensdes de
adensamento: 50, 100, 200 ¢ 400 kPa.

4. OBTENCAO DOS PARAMETROS E AJUSTES

Os parametros de resisténcia (¢’ e ¢') foram obtidos a partir dos resultados dos ensaios triaxiais de cada
conjunto, conforme apresentados por Castro (1996) e Domingos (2022). Para a avaliagdo do Mddulo de Young,
sdo planilhados os dados de tensdo desviadora (o; - 03) e de deformacdo axial (g;) de cada ensaio.
Posteriormente, sdo elaborados os graficos &//(o; - 03) versus g; para obtengdo dos coeficientes a e b da
hipérbole, como exemplificado na Figura 2a com os ensaios de Serra da Mesa, que vao indicar E; ¢ Rrno Hb,
bem como de Esg e Ry para o HS. Destaca-se que, para as amostras da Areia da Praia de Ipanema, os valores
de Esp foram obtidos diretamente do grafico tensdo-deformagao de cada ensaio.

807



XXIl Congresso Brasileiro
XXII Congresso Brasileiro de Mecdnica dos Solos e Engenharia Wﬂj&g\— Engennans Geotéenica.
stécnica COBRAM -,? e i
XI Simposio Brasileiro de Engenheiros Geotécnicos Jovens 00 2¢ ’

24 a 28 de agosto de 2026 — Brasilia/DF

A etapa seguinte consistiu na obten¢do dos pardmetros K ¢ n, por meio da interpretagdo do grafico Ei/pam
versus o '3s/pam (Figura 2b), e na obtencdo do expoente m para o modelo HS no plano In(Es9) versus In(X), com
X sendo definido na Figura 2c. O Coeficiente de Poisson foi determinado pela razdo entre as deformacgdes
especificas radial e axial, sendo a deformacao especifica radial calculada a partir da deformacao volumétrica
¢ axial. Para efeito deste trabalho, foram consideradas as médias dos valores calculados para o Coeficiente de
Poisson até que este atingisse o valor de 0,50, que seria o limite de um comportamento eldstico. Um resumo
dos parametros obtidos para cada conjunto de ensaios é apresentado na Tabela 1.

Equagiodareta:c, /o, -0)=a+beg, & y=a+bx Modelo Hiperbolico : E, /py., = K (6'5.5/ Pa)”

2,4E-04 1.,OE+03
y = 1,05134E-03x + 1,48119E-05 e 8000
~ R? = 9,99437E-01 ___.___,_@.-595;(5‘"'""'"
&£ 1.6E-04 8 5000
= 5 ©+-100,0
& B5.0E+02
s =
= 8,0E-05 - .
-~ y = 5,62654E+02x1,91845E-01
@ R?=9,74589E-01
(a) (b)
0,0E+00 0,0E+00
0,00 0.04 0,08 0,12 0,16 0,0 3,0 6,0 9.0
& 0‘3-0 /Pmm
Modelo HS-S : In (Eso) = m In(X) + In(Es; o
168 E+6+
(c)
y = 2,46671E-01x + 1,02627E+01 o
R? = 9,88705E-01
e
)
-
= o
= 1L04E+01
Sl
£ G
¥ + ¢ cotd
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(n,e, +c coto)
1568E+6+
-0,30 0,30 0,90 1,50

In (X) ‘

Figura 2. Determinag@o dos parametros para os modelos Hb e HS: (a) coeficientes a e b, (b) n e K no plano
Ei/Dam versus o’s/pam, € (¢) m no plano In(Esy) versus In(X).

Tabela 1. Resumo dos parametros obtidos para o modelo hiperboélico.
ef
, Dr c' ¢’ Ego
*
Material ey (%)  (kPa) ©) Ry K n v (kPa) m

SRM 0,505 97,7 45,1 33,3° 0,89 563 0,20 0,30 28974 0,25
IPA-M 0,597 52,0 0,0 36,3° 0,93 601 0,85 0,42  28.054 0,65
IPA-C 0,476 92,1 0,0 42,0° 0,87 676 0,71 0,41 38.526 0,68

*SRM (Serra da Mesa); IPA (Areia da Praia de Ipanema): M medianamente compacta e C compacta.
Ressalta-se que, no ajuste da hipérbole (Figura 2), foram descartados os primeiros pontos, conforme

recomendacao de Duncan et al. (1980). As Figuras 3 e 4 apresentam a comparagdo entre os resultados
experimentais e as previsdes de cada modelo para cada tensao confinante.
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Figura 3. Ensaios na Areia da Praia de Ipanema (IPA), curvas medidas e previstas pelos modelos, para duas
compacidades: (a) compacta e (b) medianamente compacta.
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Figura 4. Ensaios do nticleo da Barragem de Serra da Mesa (SRM), curvas medidas e previstas.

5. DISCUSSAO DOS RESULTADOS

No que se refere aos parametros obtidos (Tabela 1), observa-se que, no caso do Hb, os valores estdo em
consonancia com aqueles tipicos reportados por Duncan et al. (1980). Os baixos valores do parametro n para
as amostras SRM indicam uma menor dependéncia da rigidez em relacdo a tensdo confinante, o que pode estar
associado ao fato de se tratar de um material compactado, com efeito similar a um sobreadensamento. Isto
também se observa nos valores do parametro m do HS, que foram inferiores aos obtidos das amostras [IPA-M
e IPA-C. Estes resultados sugerem menor dependéncia das tensdes confinantes no caso do material
compactado, enquanto os maiores valores de m obtidos para IPA-M e IPA-C indicam maior dependéncia,
coerente com amostras que foram reconstituidas, adensadas, e ndo sofreram descarregamento (condic¢do
normalmente adensada). De modo geral, os valores de m encontrados na literatura técnica sdo compativeis
com aqueles obtidos neste estudo (Obrzud e Truty, 2025, reportam valores de m entre 0,3 e 0,9).

Em relagcdo ao pardmetro Ry, foram obtidos valores da ordem de 0,90 para ambos os materiais, em
concordancia com o que é usualmente reportado na literatura técnica (p.ex., Duncan et al., 1980; Selig, 1988).
Os valores de E'“5 determinados para o material SRM e para [IPA-M mostraram-se semelhantes; entretanto,
verificou-se que a amostra [PA-C apresentou rigidez aproximadamente 35% superior, evidenciando o efeito
direto da compacidade no aumento da rigidez. Essa tendéncia também € coerente com a reducdo do pardmetro
n em relagdo as amostras IPA-M e IPA-C.

Comparando as curvas tensdo-deformagdo dos ensaios triaxiais com aquelas previstas pelos modelos,
para as amostras IPA, os melhores ajustes ocorreram para tensoes confinantes de até 200 kPa. Nos ensaios
com tensdo confinante de 400 kPa, no caso da IPA-C (Figura 3a), o modelo Hb apresentou ajuste adequado
até deformacdes axiais da ordem de 1%, enquanto o HS manteve boa concordancia até a tensdo desviadora
maxima. Ja para a IPA-M (Figura 3b), sob a mesma tensao confinante, o HS apresentou um melhor ajuste em
relacdo ao Hb até deformagdes proximas de 1%. Comportamento semelhante foi observado para as amostras
SRM (Figura 4). Para a maior tensdo confinante analisada, igual a 800 kPa, embora o HS tenha proporcionado
o melhor ajuste global, o modelo hiperbolico apresentou resultados bastante proximos até deformagdes da
ordem de 1%.

De modo geral, ambos os modelos se mostraram capazes de reproduzir adequadamente as curvas
experimentais para pequenas deformacdes, até cerca de 1% de deformacdo axial. As maiores discrepancias
foram observadas nas analises sob maiores tensdes confinantes, 400 kPa para as amostras IPA ¢ 800 kPa para
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as amostras SRM, refletindo limitagdes inerentes do processo de ajuste dos modelos em elevados niveis de
tensdo confinante, sem necessariamente indicar alteragdes nas propriedades das amostras durante os ensaios
(n3o havendo quebra de graos, ou mudanca de drenagem). Os melhores ajustes de ambos os modelos ocorreram
para tensdes confinantes proximas a tensao de referéncia adotada, igual a 100 kPa, tanto em relacdo ao tipo de
material quanto ao grau de compacidade, particularmente no caso das amostras [PA. Tal resultado reforca a
importancia da escolha adequada da tensdo de referéncia na calibragao dos pardmetros constitutivos.

6. CONSIDERACOES FINAIS

O trabalho apresentou a interpretacdo de ensaios triaxiais do tipo CID em dois solos de naturezas
distintas e diferentes estados de compacidade, a partir das formulagdes dos modelos hiperbolicos Hb e HS.
Observou-se que ambas as abordagens foram capazes de reproduzir satisfatoriamente os resultados
experimentais, especialmente em niveis de pequenas deformagdes, associados as condigdes de servigo. Os
parametros obtidos mostraram-se consistentes com valores tipicos da literatura técnica, evidenciando que
materiais compactados, como do nucleo da barragem de Serra da Mesa (SRM), apresentam menor dependéncia
da rigidez em relagdo a tensdo confinante, quando comparados a materiais reconstituidos e normalmente
adensados, como no caso da Areia da Praia de Ipanema (IPA-M e IPA-C). O aumento da compacidade elevou
a rigidez secante em aproximadamente 35%, mostrando o efeito do grau de compacidade. Embora ambos os
modelos apresentem boa aderéncia em tensdes proximas a de referéncia (100 kPa), o HS demonstrou
desempenho superior sob elevados niveis de confinamento (400 kPa e 800 kPa).
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